DS de mathématiques
nv7.2
Systémes linéaires, polynomes, relations de

comparaison — Corrigé

Noté sur 56,5 pts £2,5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/45.

1 Inversibilité et puissances de matrices de
/13,5 taille 2

c d
/1,5 1) Calculer A> — (a + d)A + (ad — be)I,.

Pour tous a,b,c,d € R, on pose A = (a b).

Aprés calculs (a détailler sur la copie), on trouve qu'il s’agit de la
matrice nulle de taille 2.

2) En déduire que dans le cas ad — be # 0, la matrice A est inversible et
/3,5 déterminer A~! en fonction de a, b, ¢, d.

On a:

Ax (A= (a+d)5) = —(ad — bc)ly

ﬁAxm(A—(a—ﬁ—d)lg):lg

Ainsi, A est inversible et son inverse est

-1 _ 1
A= A et dn)

B 1 y d —b
" lad = be —Cc a

3) On suppose que ad — be = 0. Montrer que A n’est pas inversible en
/3,5 raisonnant par l’absurde.

G. Peltier — MPSI, Lycée Alain Fournier 1/9

/5

On a A? — (a + d)A = 0y, donc A* = (a + d)A. Supposons par
I’absurde que A soit inversible. Alors en multipliant par A~%, on a

A= (a+d)l = (“*d 0 >

0 a+d

a+d=a d=0
a b b=20 b=0
Or, A = ce qui impose Ainsi,
( cd ) e . c=0 c=0
a+d=d a=70
A = 0y5. Or, la matrice nulle n’est pas inversible (comme tout élé-
ment nul d'un anneau). Contradiction. Donc A n’est pas inversible.

3 2
-2 =2
réels «a, et [, qu'on précisera. On pourra dans un premier temps
déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X? — X — 2.

4) On pose A = ) . Montrer que A" = «a,, A+ 3,15 pour deux

— 3 points pour trouver le reste de la division euclidienne.
— 2 points pour I'évaluation en A et la conclusion.

On note @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de
X" par X? — X — 2. On a donc

X'"=(X*-X-2)Q+R et degR<deg(X2—X—2)

En particulier, deg R < 1, de sorte qu'on peut poser R = aX + b
avec a,b € R. Donc

X" =(X2= X —2)Q+ (aX +b)

Or, X?— X —2 = (X +1)(X —2). En évaluant la relation ci-dessus
en —1 et en 2, on trouve

{(1)71 = —a+b {b = (-1)"+a

2" =2a+0b 2" — (—1)” = 3a LQ — Ll
o _ (1)
Y
- on +2(71)n

On trouve donc que le reste est :

on _ (71)71 o 4 2(71)11
R = X
3 v 3
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/3,5

Calculons A". Par la question 1), on a
A% — A =21, =045

de sorte que, lorsqu’on évalue X" = (X?— X —2)Q+ R, on obtient

m _ (1) mn 2(—1)"

I
3 3 2

2 Une équation polynoémiale
On souhaite déterminer tous les couples (P, Q) € R[X]? tels que
PX)P+(1-X)QX)* =1 (%)

On raisonne par analyse-synthése. On se donne une fois pour toutes un
couple (P, @) solution de (*).
On note n le degré de P.

1) Déterminer les couples (P, Q) solutions de (x) pour lesquels P est
constant.

On suppose que P = X avec A € K. On a donc
(1-XHQ*=1- )\’
On passe alors au degré. D'une part,

deg ((1 — XQ)QQ) = deg (1 — XQ) + deg(Q?)
=2+ 2degQ

et d’autre part

deg(1— %) = {oo side{-1,1}

0 sinon
— Si A € {—1,1}, alors 2 4+ 2deg@ = —o0, ce qui entraine
nécessairement deg@) = —oo. Dans ce cas, on trouve que

(PQ) = (1'0) ou (P-Q) = (_10)

— SiA ¢ {—1,1}, alors 24 2deg Q = 0, ce qui est impossible car
deg Q # —1.

En synthese, on vérifie que les couples (P, Q) =|(1,0)|et (P,Q) =

(—1,0) | sont bien solutions.
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Dans la suite, on suppose que P n’est pas constant. On peut en
particulier en déduire que ) est non nul.

/3,5 2) a) Montrer que @ divise PP".

/3,5

/3,5

En dérivant (x), on obtient
2PP —2XQ* + (1 — X?) x2QQ' =0
ce qui se réécrit
PP =XQ*—(1-X%) xQQ'

et donc

Qx[XQ-(1-X*Q]=PP

. . ,
ce qui permet de conclure que ) divise PP".

b) En déduire que @ divise P'.
Par hypothése, avec U = Pet V = (1 — X*)Q, on a :
PU+QV =1
Par le théoréme de Bézout, on en déduit que P A Q = 1.
Ensuite, par le lemme de Gauss, et le fait que Q | PP’ on en
déduit que Q | P'.
c) Montrer que deg(Q) = n — 1. En déduire que Q = AP’ pour un
certain A € R.
On sait que
(1-X*)Q*=1-P?
En passant au degré, on en déduit que
2 +2deg(Q) = deg(1 — P?)
Or, P est supposé non constant, donc deg P > 1, et par suite
deg(P?) > 1. Ainsi,
deg(1 — P?) = deg(P?) = 2deg P = 2n
On en conclut que
2+ 2deg@ =2n
ou encore
deg(Q) =n —1|=deg(P')  car degP >1
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Comme @ divise P', que deg(Q) = deg(P’) et que P’ est non

nul (car deg P > 1), on en déduit que avec A € R.

3) On note a présent « le coefficient dominant de P et 8 celui de Q.

Gréace aux carrés dans la relation (x), et quitte & remplacer @) par
—@, on peut supposer « et § de méme signe.

a) Montrer que a = f.

On note cd(R) le coefficient dominant d’un polynéme non nul
R. On sait que (1 — X*)Q* = 1 — P2, donc les coefficients
dominants de ces polyndémes sont égaux. Or, comme deg P >
1, on a
cd(l = P?) = cd(—P?) = —p?
cd((1 = X2)Q?) = cd(1 — X?)ed(Q?) = —a?

Ainsi, —a® = —B?% donc o = 2, et par suite |a] = |3].

Comme « et [ ont méme signe, on en déduit que .

1
b) En déduire que Q = —P’, puis que
n
(1-X)P"—XP +n’P=0

1
— 2,5 points pour justifier que A = —

n
— 3 points pour obtenir I’équation
Par la question c) , on sait que Q = AP" avec A € R. 1l suffit
de montrer que A = —. Comme n = deg P le terme dominant

n

de P est aX™. On en déduit que celui de P’ est anX"" !, et
donc le coefficient dominant de P’ est an.
Ainsi, lorsqu’on passe au coefficient dominant dans la relation
Q = \P', on obtient 8 = Aan, donc, comme o = 3 et que o #
0 (car un coefficient dominant n’est jamais nul), on obtient

1
An =1, donc A = .
n

1
En substituant Q par —P" dans (), on en déduit que
n

2
P2+ (1-X?) (1P’) =1
n

ou encore

n?P?+ (1 — X?) (P’ = n?
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En dérivant cela, on trouve que
2m2PP —2X (P')? +2(1 - X))P'P' =0

Or, comme P est non constant, P’ est non nul, si bien qu’en
divisant la relation par 2P’ :

2P — XP'+ (1 - X*)P" =0

4) Soit f : R — R la fonction définie par f(8) = P(cos®).

a) Montrer que f vérifie une équation différentielle linéaire homo-
géne du second ordre & coefficients constants, puis qu'’il existe
deux réels \ et u tels que pour tout § € R :

f(0) = Acos(nb) + psin(nh)

— 2,5 points pour obtenir I'ED

1,5 point pour en déduire f
f est de classe € par composée de telles fonctions (I'une
d’elle étant la fonction polynomiale x — P(x)). Ensuite, pour
tout # € R, on a :

1(0) = P'(cosf) x (—sin0)
f"(0) = P'(cosf) x (—cosf) + P"(cos ) x (—sinh)>
= P'(cosf) x (—cosf) + P"(cosf) x sin® 0
Or, par la question b) , on a
n’P(X) - XP'(X)+(1-X*)P'(X)=0
En évaluant au point cosf, on trouve que
n?P(cos ) — cos(0)P'(cos 0) + sin®(0) P"(cos ) = 0

ce qui se réécrit

n21(0) + 1"(6) = 0]

L’équation caractéristique est

r24n?=0
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dont le discriminant est A = —4n? < 0, et les racines sont
ry =in et r_ = —in. Les solutions sont donc les fonctions

f(8) = €% (A cos(nb) + psin(nb))
‘)\ cos(nf) + psin(nd) ‘

avec A, 1 € R.

b) Montrer que pu=0et A € {—1,1}.

— 2,5 points pour A

— 3,5 points pour 0

On sait que f(0) = P(cosf). En particulier, f est paire, donc
pour tout § € R,

f(=0) = 1(0)
= Acos(nf) — psin(nd) = A cos(nd) + psin(nb)
= — psin(nb) = psin(nd)
= 2usin(nf) =0

En particulier, avec 6 = 21., on a sin(nf) = 1, d'ou 2u = 0,
n
et donc ‘

On a donc f(0) = P(cos®) = Acos(nd), et donc en évaluant
enf =0,ona f(0) = P(1) = A. Mais par ailleurs, en évaluant
(%) en 1, on trouve que

P(1)?+0=1

donc A? = 1. On en conclut que [\ € {—1,1}

On admet que pour tout n € N, il existe un unique polynome T, €
R[X], appelé le n-ieme polynome de Tchebychev, tel que

T, (cos ) = cos(nf) pour tout § € R

1
5) a) Montrer que le couple (Tn, —TT'I> est solution de (x) pour tout
n
n € N*.

Indication : on pourra montrer que le polyndéme

1
R= TP+ —(1-X)(T) -1
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admet une infinité de racines.

En dérivant la relation T;,(cos #) = cos(nf) selon 6, on trouve

que
T!(cosf) x (—sinf) = —nsin(nd)
et donc ‘
(T, (cos 9))2 x sin? § = n* SinQ(nF))
ou encore

n% (T'(cos8))* x (1 — cos? ) = sin®(nf)
Ainsi, lorsqu’on évalue R en cos @, on trouve que

R(cos ) = cos®(nf) + sin*(nf) — 1 =0
Donc, pour tout 8 € R, on voit que cosf est racine de R. En
particulier, tout élément de [—1,1] est racine de R. Puisque

R posséde une infinité de racines, ¢’est le polynoéme nul. Donc
R = 0. On en déduit que

2
T2 (1 X?) (121) 1
n

n

1
donc <T,,,, T/> est solution de (x).
n

b) Déterminer finalement toutes les solutions de (x). Justifier pré-
cisément.

Analyse : si P est constant, on a vu que (1,0) et (—1,0) sont
solutions de (*).
Si P est non constant, on a vu que si (P, @) est solution, alors
1 . . .
Q = —P" avec n = deg(P) et de plus la fonction f(f) =
n
P(cos0) veérifie f(0) = Acos(nf) avec A € {—1,1}. Donc
P(cosd) = Xcos(nf) pour tout 0 € R.
— Si P(cosf) = cos(nd), alors P = T,, car T, est 'unique
polynéme qui vérifie cette relation. Dans ce cas, (P, Q) =
1
<T‘727 n,-z—;/1> .

— Si P(cosf) = —cos(nb), alors (—P)(cosf) = cos(nb), si

bien que —P = T),, ou encore P = —T,. Dans ce cas,
1
n
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Finalement :

est également solution de (x).

est solution de (%), et on vérifie facilement que (—Tn, —

S:

{ (iTn, ilT,g)
n

ne N*} U{(£1,0)}

Synthése : on a vu que (1,0) et (—1,0) sont bien solutions de

1
(%). De plus, a la question précédente, on a vu que (T s T;l)
n

lT'
n n
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